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RESUME. Une nouvelle approche, appelee « Theorie Variationnelle des Rayons Complexes », est 
developpee pour calculer les vibrations de structures elastiques faiblement amorties dans le 
domaine des moyennes frequences. Les grandeurs effectives ( energie de deformation, intensite 
vibratoire . .. ) sont evaluees suite a la resolution d'un systeme d' equations de faible dimension 
qui, de pres comme de loin, n'est pas issu d'une discretisation «elements finis» fine de la struc-
ture. L'accent est mis, a travers uncertain nombre d'exemples, sur ['interet et les possibilites 
de cette nouvelle approche. 
ABSTRACT. A new approach named the "Variational Theory of Complex Rays" is introduced for 
computing the vibrations of elastic structures weakly damped in the medium frequency range. 
Emphasis has been placed here on the most fundamental aspects. The effective quantities 
(elastic energy, vibration intensity ... ) are evaluated after computing a small system of 
equations which does not derive from a finite element dicretization of the structure. Numerical 
examples related to plates show the interest and the possibilities of the VTRC. 
MOTS-CLES: vibrations, moyennes frequences, plaque, rayons complexes 
KEYWORDS: vibrations, medium frequency, plate, complex rays 
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1. Introduction 

La modelisation et le calcul des structures elastiques en vibration constituent sans 
aucun doute un aspect majeur de Ia conception des structures. Le domaine des basses 
frequences ne pose pas de difficultes majeures, meme pour les structures complexes, 
au mains pour Ia modelisation et le calcul. Dans le domaine des hautes frequences, il 
existe des outils de calcul qui sont assez distincts de ceux utilises pour les basses fre-
quences- en particulier Ia methode S.E.A.(Statistical Energy Analysis), pour laquelle 
l'aspect spatial de Ia structure disparait presque entierement [LYO 67] [MAC 94] 
[DOW 85]. 

En revanche, Ia modelisation et le calcul des vibrations moyennes frequences, 
objet de cet article, posent encore des problemes. La difficulte vient de Ia longueur 
d'onde des phenomenes etudies, tres petite par rapport a Ia dimension caracteristique 
de Ia structure. L'extension des methodes basses frequences, basees sur une discreti-
sation de type « elements finis » (E.F.) conduit a un nombre de degres de liberte trop 
eleve avec, de plus, de serieux obstacles numeriques. 

De nombreux travaux sont en cours pour etendre le domaine frequentiel calcu-
lable. Un premier resultat est relatif a l'erreur apparaissant lors de calculs E.F.; l'er-
reur de pollution conduit a des resultats dont Ia qualite est inferieure a celle atten-
due [ILH 95] [ILH 97] [BOU 98] [DER 99]. De nombreuses ameliorations basees sur 
des methodes E. F. ont ete explorees, en particulier: [BAB 95] [HAR 96] [LAN 91] 
[BAR 98] [WIB 96] [DEM 92] [GRE 99] [GRO 98] [WU 98] [ZIE 87] [LIU 91] 
[LEU 62] [RIZ 85] [ROS 97]. 

L'extension aux moyennes frequences des methodes issues de Ia S.E.A. rencontre 
egalement d'importantes difficultes. 

Peu de travaux ont pour objectif le calcul des vibrations dans le domaine specifique 
des moyennes frequences. Pour les barres et les poutres, le probleme est plus simple et 
a ete reso1u dans: [CUS 90] [GIR 93] [NEF 89]. En revanche, tres peu de travaux sont 
relatifs aux plaques et aux coques: [MOR 92] [LAN 91] [SOl 85] [SOl 98] [OHA 89]; 
fortement liees aux E.F, ces methodes introduisent des bases reduites specifiques, en 
espace et en frequence, dans le domaine des vibrations moyennes frequences. 

A !'exception de Ia theorie introduite par [BEL 75], ces methodes ne sont pas, 
pour nous, de veritables theories moyennes frequences, car les phenomenes a petite 
longueur de variation, dont le detail n'a pas de sens physique, sont toujours presents. 
Elles ne font pas reellement intervenir les quantites effectives pour les echelles de 
temps et d'espace considerees et donnent toujours des resultats tres sensibles aux pe-
tites variations de donnees. La theorie introduite initialement par [BEL 75] [BEL 77] 
et [BUV 80] est construite sur les notions de densite d'energie effective et de flux 
d'energie effectif. Cette theorie heuristique est tres seduisante. Cependant, malgre les 
ameliorations apportees par [LAS 94] [ICH 97] [LUZ 94], elle contient toujours des 
obstacles difficiles a contourner [LAD 95]. 

L' approche proposee ici, appelee « Theorie Variationnelle des Rayons Complexes » 
(T.V.R.C.), introduite dans [LAD 96a] [LAD 96b], constitue une veritable alternative 
pour le calcul des vibrations moyennes frequences. L' objectif de ce premier article est 
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de presenter les points fondamentaux de Ia T.V.R.C. et d'illustrer ses possibilites et 
ses limites a !'aide d'exemples numeriques relatifs aux plaques. 

Pour simplifier cette presentation, nous considererons seulement le probleme des 
vibrations forcees, a une frequence fixe, sur un probleme modele d'elasticite 2D. 

2. Le probleme de reference decrivant les vibrations moyennes frequences 

Le probleme de reference que nous introduisons peut etre qualifie de modele: tout 
ce que nous faisons et dirons peut etre etendu aux differents problemes qui se posent 
dans Ia pratique, problemes qui mettent en jeu des poutres, des plaques, des coques 
et des milieux 3D. II s'agit d'un probleme plan qui decrit, par exemple, les vibrations 
dans Ia section droite d'une structure cylindrique extremement raide et bloquee dans Ia 
direction axiale. Aussi, toutes les quantites que nous introduisons sont planes; ce sont 
des amplitudes, definies sur le corps des complexes, qui dependent de Ia frequence 
d'excitation w. Ainsi, a I' amplitude Q(X), on associe Q(X) exp(iwt). 

Figure 1. Probleme de reference 

Le probleme de reference decrit les vibrations pour une excitation de frequen-
ce fixee. Plar,:ons-nous dans Ia situation ou Ia structure etudiee est !'assemblage de 
deux sous-structures homogenes SetS' [Fig.l]. Toutes les quantites relatives aS' 
seront affectees de « ' ». Le deplacement U (resp. U') et Ia contrainte OJ (resp. OJ') sont 
supposes a energie finie sur S (resp. S'); les espaces correspond ants sont U et S (resp. 
U' et S'). La structure est dans un environnement connu: 

- un deplacement U d (resp. U' d) sur Ia partie 81 S (resp. 81 S') de Ia frontiere de 
S (resp. S') 

- une densite d' effort Fd (resp. sur Ia partie 82 8 (resp. 82 S') complementaire 
de 81 S (resp. 81 S'), -

- une densite d'effort /d (resp. Ia sectionS (resp. S'). 
Introduisons pour Ia sous-structure S, I' espace Sad des couples deplacement- contrainte 
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s = (U, ar) tels que: 

UEU arES 
r. = divar + !d sur S [I] 
ar = (1 + iry)K.r(U) et r. = -w2 p (1 - iO) U. 

Les notations sont usuelles. K est l'operateur de Hooke et pIa densite. 77 et (;I sont 
des coefficients d' amortissement caracteristiques du materiau ; ils dependent de w . Le 
sous-espace S = U x S associe aux conditions homogenes (fd = 0) est designe par 
Sad,O· Pour Ia sous-structure S', on introduit de Ia meme et 

Le probleme de reference s' ecrit alors : 

Trouver (U(X), ar(X); X E S) et (U'(X), ar' (X); X E S') tels que: 

s = (U,ar) E Sad 

U'latS' = Jtt 
(U- U')lr = 0 
(condition de transmission a Ia traversee de r ) 

s' = (U' ar') E S' -' ad 
arnla2s = Fd 

I 'I F' ar !L 82S' = d 
(arn- = 0 

11 (resp. r.L) est Ia normale exterieure a Ia frontiere de S (resp. S'). 

REMARQUES. 

[2] 

- Les termes d'amortissement, qui sont introduits ici, sont associes a (;I et 7]. lis 
conduisent a des matrices d'amortissement identiques a celles utilisees couramment 
dans Ia pratique. En effet, suite a une discretisation E.F., on obtient par exemple pour Ia 
sous- structure S, que Ia matrice d' amortissement B est une combinaison des matrices 
de masse et de rigidite : 

1 B = -(w20M + ryK) 
w 

- II est aise de montrer que le probleme de reference admet au plus une solution 
Sl: 

- les operateurs de Hooke K et K' sont definis positifs, 
-les coefficients d'amortissement 0, (;I', 7], 77' sont positifs ou nuls. [3] 

3. Nouvelle formulation variationnelle 

Cette formulation traduit les conditions aux limites tant en deplacement qu'en ef-
fort, en particulier les conditions de transmission a Ia traversee de f. C'est le pre-
mier principe (Pl) de Ia Theorie Variationnelle des Rayons Complexes. Aussi, et 
c'est un point fondamental, aucun lien n'est introduit a priori entre s = (U, ar) et 
s' = ( U', ar'). Cette formulation s' ecrit : 
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Trouver s = (U, OT) E Sad et s' = (U', OT1
) E tels que: 

Re {-iw [ { 80T'!J. o (U*- U'd)dr + { (OT'!J.- Fd) o 8U*dr+ 
la1s la2s 

{ 80T'n' o (U'*- + { (OT'n'- F' d) o 8U'* dr' + 

v 8s E Sad,O et v 8s' E 
Re ctesigne Ia partie reelle; U* est le conjugue de U. Cette nouvelle formulation 

du probleme initial est equivalente au probleme initial sous certaines conditions. Pre-
cisement, on a: 

Theoreme 1. La nouvelle formulation est equivalente au probleme de reference [21 
si: 

- le probleme de reference { 11 admet une solution, 
- les conditions [ 31 sur les caracteristiques des materiaux sont verifiees. 

REMARQUES. 

- Les quantites qui interviennent dans Ia nouvelle formulation sont des puis-
sances. Cette formulation est une extension aux problemes de dynamique de Ia for-
mulation proposee dans [LAD 83] pour traiter les problemes statiques et qui depuis 
a ete appliquee dans differents domaines. Au niveau des conditions de transmission 
entre plusieurs sous-structures, c'est Ia variante due a Hochard [HOC 93] qui est eten-
due ici. 

- La nouvelle formulation, contrairement a Ia formulation classique, a un sens 
pour les problemes mal poses. Par exemple, on peut imposer sur une meme partie du 
bord a Ia fois le deplacement et Ia distribution d' effort ; le terme correspondant est 
alors: 

Re { -iw [[ 80T'!J. o (U* -lld)dr + (OT'!J.- Ed) o 8U*] dr} [5] 

- L' amortissement joue un rOle majeur dans Ia nouvelle formulation; introdui-
sons pour Ia sous-structure S, Ia puissance dissipee due a l'amortissement qui, par 
convention, est: 

En(U) = Is pOU o U*dS + i Is 1JTr[Ke:(U)e:(U*)]dS [6] 

PourS', on definit de Ia meme E0(U'). II est aise de voir que Ia nouvelle 
formulation peut se mettre sous Ia forme : 

Trouver s E Sad et s' E tels que: 
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J [En(U) + Eb(U')] + < [;,] , J [;,] > = (Ld, J [;,]) 

v Js E Sad,O v Js' E [7) 
ou Ld est une forme lineaire dependant des donnees. La forme bilineaire < •, • > est 
definie en fait sur les frontieres des sous-structures. Sa principale propriete est : 

<u,v>=-<v*,u*> [8] 

La partie symetrique de l' operateur lineaire associe a Ia nouvelle formulation depend 
directement de l' amortissement. Au niveau discretise, il lui correspondra Ia matrice 
d' amortissement. 

- Une consequence de [8] et [7] est que Ia puissance dissipee est egale a: 

En(U) + Eb(U') = [;,]) [9] 

4. Approximation 

4.1. Principe 

Pour elaborer des approximations a partir de Ia nouvelle formulation, il suffit de 
definir des sous-espaces et (resp. s':d et s':d,o) de Sad et Sad,O (resp. 

et Le probleme approche correspondant admet une solution unique sous 
les conditions [3]; il s'ecrit: 

Trouver sh = (U, QT) E et s'h = (U', QT1
) E tels que: 

J [En(Uh) + Ev(U'h)] + < [;,:] ,J [;,:] > = (Ld,J [;,:]) 

ws: h Sh ws:s'h E S'ahd o vuS E ad 0 vu [ 10] 

Le second principe (P2) caracterisant Ia Theorie Variationnelle des Rayons Complexes 
est dans Ia construction du sous-espace associe a Ia sous-structure S. L'idee est 
d'introduire des approximations a deux echelles de fort contenu mecanique en dis-
tinguant trois zones: Ia zone interieure, les zones « bords » et les zones « coins ». 
Par exemple, au voisinage d'un point de Ia zone interieure, Ia solution est supposee 
bien decrite par Ia superposition d'un nombre infini de modes locaux de vibration qui 
s' ecrivent en introduisant une variable lente X et une variable rapide Y: 
Avec X= Y: 

U(X,Y,P) W(X, Y, P) exp (iwP o Y) 

= C(X,Y,E)exp(iwPoY) 

ou E est un vecteur caracterisant le mode local de vibration. Les modes satisfont aux 
equations de Ia dynamique en milieu infini. Une caracteristique majeure de ces modes 
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de base est d'etre a deux echelles; nous verrons qu'ils sont definis explicitement en 
fonction de Ia variable rapide et en consequence les parametres qui deviendront les 
inconnues du probleme a resoudre ne dependent que de Ia variable lente. Pour une 
zone « bord », Ia construction des modes de base est voisine de Ia precedente, excepte 
qu'ils satisfont aux equations de Ia dynamique en milieu semi-infini. Pour une zone 
« coin », Ia demarche est similaire. 

4.2. Rayons complexes d'ordre n relatifs ala zone interieure 

Considerons Ia sous-structure S supposee homogene. Pour simplifier, plar,;ons-
nous dans le cas ou les forces volumiques sont nulles (fd = 0). La premiere ca-
racteristique d'un rayon d'ordre n relatif a Ia zone interieure est d'etre un mode de 
vibration du milieu infini de memes caracteristiques que Ia sous-structure S et done 
d'appartenir a Sad· On a: 

-k2 pw2 U = 
(JJ = (1 + 

k2 = (1- i(J)/(1 + iry) [II] 

Les amortissements sont supposes faibles; on prendra done k 1 - avec 
6 = () + '17· La seconde caracteristique d'un rayon complexe d'ordre n tient a son 
expression : 

U(X,Y,£.) = 
(JJ(X,Y,P) [12] 

ou on impose que I' amplitude soit un polynome de degre n en Ia variable lente X. 

REMARQUE.- Les rayons complexes d'ordre 0 peuvent etre consideres comme le 
premier terme d' un developpement asymptotique ou le petit parametre est I' inverse de 
Ia frequence (1/w). II s'agit de Ia notion bien connue de rayon, ala base de l'optique 
geometrique, notion qui a ete fort etudiee [BOU 94] et [OHA 89]. lei, cette demarche 
est revisitee pour construire des solutions exactes en milieu infini. 

4.2.1. Rayons complexes d'ordre 0 

Un rayon complexe d'ordre 0 est de Ia forme: 

U(X,Y,E) 

(JJ(X, Y,P) 

6 . = W(£.) exp (2wP oX) exp (zwE o Y) 

(1 + 

Des equations [ 11], on tire que (U, (JJ) E Sad si et seulement si : 

[13] 
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En posant A• = *K[•Jl]symY. avec Y. = le probleme precedent, pour une 
direction 1! donnee, se ramene au probleme aux valeurs propres : 

Trouver (p, W -:f. 0) tel que W = p2 AW [14] 

Propriete 1. L'operateur A est symetrique et defini positif si les caracteristiques du 
materiau verifient les conditions [3]. 
La theorie spectrale classique s' applique ; il existe pour toute direction :J!, deux couples 
(p1, W 1) et (p2, W 2) solutions de [14] avec: 

appartient a l'une des deux courbes C1 et C2 caracteristiques du materiau: 

c1 = {P 1 E = P1Y., IIY.II = 1}, c2 = {P 1 P = P2Y., IIY.II = 1} [151 

Exemple: Pour un materiau isotrope, I' operateur de Hooke s' ecrit : 

Figure 2. Ensemble des vecteurs d'onde admissibles en zone interieure 

[ ] 1/2 [ ] 1/2 C1 et C2 sont des cercles respectivement de rayons * et [Fig.2]. 

4.2.2. Rayons complexes d'ordre n- Construction 

Rappelons qu'ils se mettent sous Ia forme: 

U(X,Y,P) 

ar(X,Y,P) 

8 . = W(X,P) exp (2wP oX) exp o Y) 

= (1 + i17)K1E(U) 

La verification des equations de Ia dynamique est equivalente a: 
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ou encore a: 
A i (· t ) 1 . W- 2 w = --k d1v(K(W P lsym + KIE(W)P - -k2 2 d1v KIE(W) [16] p p w p w 

Si W est de degre n, le membre de gauche est egalement de degre n. Les deux 
termes du membre de droite sont respectivement de degre n - 1 et n - 2. Aussi, il est 
aise d' elaborer une demarche generale et systematique pour construire les rayons com-
plexes d'ordre n. A titre d'exemple, construisons les rayons d'ordre 1 qui a 
priori: 

[ 17] 

ou W 0 est constant et W 1 lineaire par rapport a X. La verification par w des equa-
tions [16] est equivalente a: 

wi- Awl 
- p2-

De Ia relation [ 18], on tire que 

0 [ 18] 

[19] 

ou W 1 et W 2 sont des vecteurs propres de A associes a une direction 1!· Poursuivons 
Ia construction de a 1 , celle de a2 etant similaire. Ainsi, a Ia direction 1!, on a associe 
(p1 , W 1) solution du probleme aux valeurs propres [14]. Considerons !'equation [19]; 
sachant que a 1 = I:.1 oX ou I:.1 est un vecteur constant: 

A . 
W 0 - -W0 = __ z_ (K(r1 wt] P + K(W1 pt] r 1 ) [20] - Pi- pkw - -1 sym- - - sym-

L' inconnue de I' equation [ 19] est le vecteur W 0 . L' operateur A etant symetrique, 
I' equation [ 19] admet une solution si et seulement si le deuxieme membre de ( 19] est 
orthogonal au noyau de l'operateur [1d- qui est ega! a {>.W1 >. E 
en resulte Ia condition : 

WI o (K(I:.l WiJsymp + K(Wl Et]sym.I:.i) = 0 

qui s'ecrit encore: 

On a done: 
I:.1 

o (K(W1 P\ymW1
) = 0 

r_I = '"·/ N3 1\ (K[Wi Et]sym WI) 

' 1 t WI ou '"'( es une constante. _ est alors ega!, pour p2 :fi p 1 : 

ou 

[21] 

[22] 

[23] 
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q1 est arbitraire 

q2 
( 1 - = - { Tr [ K[[1 + 

Tr [K[[1 

En resume, les rayons complexes d'ordre 1 sont detinis a un rayon complexe 
d'ordre 0 pres; ils dependent de deux parametres 1 1 et son homologue 1 2 dans le 
cas oup2 2: PI· 

4.2.3. Rayons complexes d' ordre n relatifs a une zone« bord » ou a une zone «coin » 

Pour simplifier, no us presentons Ia demarche pour des rayons complexes d' ordre 0. 

Figure 3. Analyse de vibration de bord 

Considerons un bord defini par X 1 = 0 [Fig.3], Ia matiere etant contenue dans le 
demi- espace xl :::; 0. 

La premiere caracteristique d'un rayon complexe d'ordre n relatif a Ia zone bord 
est d'etre admissible pour le milieu semi-infini (XI :::; 0) et done de verifier les equa-
tions [11]. Une seconde caracteristique est relative a son expression: 

U(X, Y,P) W(X, P) exp oX) exp (wP1X1) exp (iwP2 X2) 

or(X,Y,P) = (1+i1J)Ke:(U) [24] 

P = -iP1N 1 + P2N 2 ou on impose 
- pl > 0 
- W(X, P): polynome de degre n en la variable lente X(ici X 2) 

Les rayons complexes d'ordre 0 sont alors definis par: 

1 t W = -K[W E.]symp 
p 

[25] 

qui se met aussi so us Ia forme d' un probleme aux valeurs pro pres analogue a [ 14]. 
Plutot que de traiter le cas general, considerons Ia situation ou le materiau est 

isotrope. On a done: 

II en n!sulte : 
[26] 
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Les solutions sont: 
- 1er Cas :(Po E.)= -P[ + P:f = t W = w(P2N1 - iP1N2) 

ou w est un parametre 
- 2eme Cas :(E. o E.) = -P{ +Pi -:/:- t W =wE. 

De [26], on deduit que: 

1- 2
Jl + 1 (PoP) = 0 et done: 

p 

' \ 

_ p2 + p2 = _P_ 
1 2 2j.t + ')' 

\ 
\ 
•!!J. 

Figure 4. Ensemble des (P1 , P2 ) admissibles pour une zone« bard» 

(pl > 0) 

Ces valeurs ( pl' p2) definissent les courbes clB et c2B [Fig.4] ; no us ne les re-
tenons pas comme admissibles car les modes correspondants sont plus oscillants que 
les modes interieurs. En d'autres termes, nous considerons qu'il n'y a pas de modes 
« bords ». 

Considerons maintenant les rayons complexes d'ordre 0 pour une zone « coin » 
[Fig.5]. 

Figure 5. Analyse des vibrations d'une zone« coin» 

Le mode de vibration est localise au voisinage du coin; aussi le vecteur d'onde est 
assujetti a: 

i(P oX) = a(n1 oX) + (3(n2 oX) [27] 
avec R.e(a) > 0 et R.e(f3) > 0. Side surcroit, on considere que les modes realistes 
sont tels que a et (3 sont reels, il est aise de montrer, en ecrivant les equations de Ia 
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dynamique, que de tels modes ne peuvent en realite exister. Dans le cas des plaques, en 
revanche, il en est autrement: il y a des modes de vibration de« bord » et de «coin». 
Pour Ia situation etudiee ici, on pourra done se limiter aux modes de vibration relatifs 
a Ia zone interieure. 

4.3. Sous-espaces 

Introduisons des approximations par des rayons d'ordre n tant pour Ia zone in-
terieure que pour les zones « bord » et « coin » quand elles existent. Pour Ia zone 
interieure, les rayons d'ordre n forment deux families: 

-PEC1 

U1 (X, Y,E) 

or1 (X, Y,E) 

U 2 (X, Y,P) 

or2 (X, Y, P) 

6 . W(X, E)[g1(E)] exp ( 2wE oX) exp o Y) 

(1 + i17)Ke:a,e) [28] 

W(X, P)[g2(P)] exp oX) exp (iwE o Y) 

(1 + i17)Ke:(U2 ) [29] 

En fait, pour Ia zone interieure, on peut prendre en compte toutes les directions 
possibles de rayon ; Ia solution correspondante est alors : 

{ U 1 (X, Y,E)ds1 + { !l..2 (X, Y,E)ds2 lc1 lc2 
or1 (X, Y) (1 + i17)Ke:(U1 ) [30] 

Les integrations sont menees sur les courbes C1 et C2 definissant !'ensemble des 
vecteurs d'onde P admissibles. II est clair que !1..1 depend des amplitudes generalisees 
g1 et g2 qui sont des fonctions deE definies respectivement sur C1 et C2. 

gl : E--+ gl(E) g2: 
cl --+em [31] 

Les deux courbes C1 et C2 sont discretisees par elements finis. Par exemple, les ampli-
tudes q1 et q2 seront prises constantes par element; on a done: 

q1 (P) = H1 (E)gf 
g2(P) = 

pour P E C1 
pour P E C2 [32] 

On note QI,h = Ia colonne des amplitudes generalisees associees a Ia discre-
tisation par elements finis. L'approximation qui en resulte est definie par [30] et [32]; 
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on a: 

U1·h(X, Y) 
(ffi,h(X, Y) 

wi,h[QI,hl 

ci,h[QI,hl [33] 

ou W 1 ,h et C 1 ,h sont des operateurs dependant de X et deY. L' amplitude generalisee 
discretisee Q1 ,h appartient a Cm. 

Eventuellement pour les zones « bard » et «coin », on opere de maniere analogue. 
Finalement, en sommant les contributions de Ia zone interieure, des zones bards et 

des zones coins, on obtient: 

Uh(X, Y) 

Cffh(X, Y) [34] 

ou Wh et Ch sont des operateurs dependant explicitement de X et de Y. Le sous-
espace (pour !d = 0) est alors defini par: 

Probleme a resoudre pour w fixe 

Considerons un assemblage de deux so us-structures S et S'. La formulation varia-
tionnelle [ 4] et les sous-espaces que no us venons d' introduire, conduisent a 
un systeme d'equations de dimension k + k' sur les complexes: 

[Bh + zh] [ :,:] = [35] 

Bh est Ia matrice d'amortissement; elle est reelle, symetrique et definie positive. 
L'operateur zh associe a Ia forme bilineaire < •, • >est tel que: 

[36] 
Des proprietes precedentes, il resulte que !'equation [35] admet toujours une et 

une seule solution. Le second membre depend des donnees. 
REMARQUE.- En pratique, on peut s'interesser soit a des excitations associees a des 
frequences bien definies, soit a des excitations reparties sur une bande frequentielle 
relativement large. Dans ce cas, !'approche presentee pourra etre completee afin de 
reduire le nombre de resolutions; une technique adaptee sera developpee dans un 
article ulterieur. 

4.4. Grandeurs effectives 

Pour les frequences moyennes, il ne faut retenir de Ia solution (sh, que les 
grandeurs effectives associees comme par exemple les amplitudes generalisees. La 
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distribution spatiale precise de (sh et n'a pas de sens sur le plan mecanique. Ce 
point constitue le troisieme et dernier principe (P3) qui caracterise Ia TMorie Varia-
tionnelle des Rayons Complexes. 

Considerons Ia sous-structure S; les quantites qui interviennent, sont de Ia forme 
q(X, Y). Soit L Ia dimension caracteristique de Ia cellule d'observation; la valeur 
effective « surfacique » de q en X est alors : 

1 j+L+Xt 1+L+X2 
ij(X) = 4£2 dY1 q(X, Y)dY2 

-L+Xt -L+X2 
[37] 

11 est egalement possible de definir une valeur effective« lineique » sur Ia frontiere 
deS. Parmi les quantites effectives interessantes, on pourra retenir: I' energie de defor-
mation, l'energie cinetique, l'intensite vibratoire et Ia dissipation. Ces quantites tant 
sur S que sur 8S pourront etre calculees en un certain nombre de points tests. Notons 
que 1' on peut egalement definir une fenetre en frequence. Cela fera I' objet d' un article 
ulterieur. 

5. Application aux assemblages de plaques en flexion 

Seuls quelques points majeurs sont abordes ; nous renvoyons, pour une vision de-
taillee, a un article complementaire. 

5.1. Formulation classique 

Pour simplifier la presentation, on considere I' assemblage de deux plaques iso-
tropes homogenes situees dans un meme plan dont les surfaces moyennes sont I: et I:' 
[Fig.6]. La theorie de flexion utilisee est Ia theorie usuelle de Kirchhoff-Love. Pour Ia 
plaque I: (resp. I:'), les quantites pertinentes sont Ia fleche w (resp. w') et l'operateur 
moment M (resp. M' ). 

Figure 6. Description de ['assemblage des plaques I: et I:' et de leur environnement 

On suppose, pour simplifier, que les coefficients d'amortissement () et ()' sont 
nuls. Avec les notations usuelles, le probleme de reference a resoudre peut se mettre 
sous une forme compacte en introduisant les espaces Sad et S' ad relatifs aux sous-
structures I: et I:'. Toutes les quantites considerees sont des amplitudes definies sur 
les complexes. 
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Sad est alors defini par: 

Sad = { ( w, M) E u X s I ( w, M) veri fie [38] et [391} 

/:),/:),w 2(1 + i11)Eh3 

3(1- v2 ) 
[38] 

[39] 

est defini de Ia meme maniere. On notera Kn = - (a div[M] + (tMn.) ,t). Le 
probleme a resoudre s' ecrit: 

Trouver (w,M) E Sad et (w',M') E tels que les conditions sur le bord et 
les conditions de transmission soient verifiees : 

w Wd sur w w' 

} '"'r W,n Wnd sur W,n = w' [40] ,n 
Kn = Kd n.Mn. = n'Mn' 
lltMn.ll 0 points ang. de Kn = 

5.2. La nouvelle Formulation Variationnelle 

Trouver ( w, M) E Sad et ( w', M') E tels que: 

a ( [ ] , [ ] ) - L ( [ ]) n, { -iw [ 

1 t5n.Mn.(w,n- Wnd)*dL- { dKn(W- Wd)*dL + 
8wndE } 8,.aE 

{ (n.Mn.- { (Kn- Kd)t5w*dL + 
laMdE laKaE 

f t5n'M'n'(w' , - w' )*dL -1 t5K',(w'- w' )*dL + }A - - ,n nd n d 
8wnaE' 8,.aE' 

llf.M'n'llt5w'* + 
pts ang de aE pts ang de 8E' 

lr (t5(n.Mn. + n'M'n')(w,n- w:n)* - t5(Kn + )(w- w')*] dS + 

[ [(n.Mn.- n'M'n')t5(w,n + w',n)*- (Kn- + w')*] dS]} [41] 
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5.3. Approximation 

Les illustrations numeriques presentees ci-apres utilisent des rayons complexes 
d'ordre 0, interieurs, de bords et de coins. La demarche est evidemment Ia meme 
que celle presentee au paragraphe 4. Pour Ia plaque (I:), un rayon complexe dont 
I' expression est : 

w(X,Y,E.) [42] 

est admissible si et seulement si : 

A!::::,. 2(1 + iTJ)Eh3 
- 2 h 2 

L.:J. w 3(1 - v2) - p w w 

3p 1- v2 
et done: (Po P) 2 = r 4 avec r 4 = ---- - h2 E 

sur I: [43] 

Ainsi, !'ensemble des vecteurs d'ondes admissibles pour Ia zone interieure est as-
socie a un cercle de rayon r. Pour les zones« bords » et Ies zones« coins», on applique 
egalement Ia demarche decrite dans Ie paragraphe 4. Tous ces developpements seront 
detailles dans un article complementaire. II en resulte les sous-espaces et S':d et 
le systeme d'equations associe. 

6. Exemples 

6.1. Comparaison a une solution exacte- Influence du nombre de ddls 

a=3 m 

Figure 7. Plaque rectangulaire I: et son environnement 

Soit une plaque rectangulaire simplement supportee sur ses cotes, soumise a un 
effort ponctuel [Fig.7]. Les modes propres de cette structure sont connus analytique-
ment; on dispose d'une solution approchee en utilisant les premiers modes. Pour at-
teindre Ie domaine des MF, il faut considerer un nombre assez important de modes, 
de I' ordre de 1 000. La solution, obtenue par superposition des 1 600 premiers modes 
propres, sera prise comme reference [Fig.8]. 
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Figure 8. Solution obtenue analytiquement ( 1 600 modes propres) 

Figure 9. Solution obtenue par la TV.R.C. (64 DDL) 

On introduit dans Ia Theorie Variationnelle des Rayons Complexes des rayons 
interieurs d'ordre 0, a !'aide des 64 amplitudes generalisees a;, ce qui correspond a 
une discretisation de Ia forme : 

10 -6[ weff= (I lh 
10-7 
10-s 
10-9 
10-10 

5500 6000Hz 6500 

Figure 10. Comparaison sur une bande de frequence 

Maxi 

Mini 

La solution obtenue par Ia Theorie Variationnelle des Rayons Complexes est sem-
blable a Ia solution de reference: !'allure generale est conservee bien que Ia solution 
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puisse etre localement differente [Fig.9]. Afin de comparer une grandeur effective, qui 
seule a un sens, on considere le deplacement moyen de Ia plaque pour une bande de 
frequence au tour de 6 000 Hz [Fig.l 0]. La Theorie Variationnelle des Rayons Com-
plexes permet de predire un bon ordre de grandeur du niveau effectif mini-maxi sur 
une bande de frequence contenant plusieurs modes. Rappelons que ce calcul est fait 
en n' introduisant que les parametres definis [Fig.7], et qu' il s' agit bien d' effectuer un 
calcul predictif sur les grandeurs effectives. 

- !DDL 
Wcrr . 2 16 

-- 4 32 
---8 ········64 

10.10 

5500 6000Hz 6500 (l) 

Figure 11. Influence du nombre de DDL 

Tout en prenant en compte toutes les directions de propagation, on peut choisir le 
nombre de DDL decrivant Ia solution. Une premiere de faire varier le nombre 
de DDL est de representer des secteurs angulaires plus ou moins larges: il apparait 
que le niveau effectif moyen obtenu est peu sensible a Ia discretisation choisie (me me 
avec un seul DDL) [Fig.ll]. Une discretisation plus fine permet cependant d' obtenir 
une information plus riche. 

6.2. Plaque triangulaire 

La Theorie Variationnelle des Rayons Complexes permet d'introduire aussi bien 
des champs associes a des directions de propagation particulieres, que des champs 
associes a un secteur angulaire. On a prefere une representation continue permettant 
d'introduire toutes les directions de propagation sans exception. 

-.if 

______ .,.. ______ _ 
0.5 m 0.5 m 

Figure 12. Plaque triangulaire I: et son environnement 
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Dans le cas d'une plaque triangulaire [Figo12], il est pratiquement impossible de 
predire queUes sont les directions a introduireo Seule une representation integrale des 
directions assure de n' en oublier aucuneo La figure 13 montre le resultat obtenu en 
considerant 64 DDL pour les rayons interieurs, II DDL par bord et 1 DDL par coin, 
resultat qui est satisfaisant au regard de Ia verification des conditions aux limiteso 

Figure 13. Solution obtenue par F.V.RoC. 

6.3. Assemblage de plaques 

Les assemblages se traitent de Ia meme que les autres conditions aux limites, 
les conditions de transfert sont verifiees en moyenne au sens de Ia formulation varia-
tionnelleo Aucune condition de compatibilite entre les champs et n'est exigeeo 
Considerons Ia structure de Ia figure 14: deux et de rigidites differentes 
assemblees par une interface parfaiteo 

lm lm 

Figure 14. Deux sous-structures et leur environnement 

La discretisation se repartit de Ia suivante : 
- 32 DDL pour les rayons interieurs de Ia (Ia plus rigide) et 64 DDL 

- 9 DDL par bord et 17 DDL par bord 0 

- 1 DDL par coin et 0 

Le resultat obtenu est donne sur Ia figure 150 
La discretisation au niveau de I' interface n' est pas particulierement ric he et on 

observe que les conditions d'interface sont verifiees en moyenne, comme Ies autres 
conditions aux limiteso Un nombre de sous-structures homogenes quelconque peut 
etre ainsi traite sans difficulte particuliereo 
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Figure 15. Deux sous-structures de rigidite dijferente 

7. Conclusion 

L' approche proposee pour calculer les vibrations « moyennes frequences » appelee 
Theorie Variationnelle des Rayons Complexes est tres generale et repose sur des hy-
potheses a fort contenu mecanique; dans un certain nombre de situations, comme les 
assemblages de poutres tant en tension qu'en flexion, elle conduit a Ia solution exacte. 
Pour des structures complexes, Ia TVRC semble etre une methode prometteuse dans 
le do maine des vibrations moyennes frequences. Des travaux ulterieurs permettront de 
mieux cerner son domaine de validite. En particulier, l'application de Ia theorie aux 
plaques et aux assemblages de plaques sera detaillee et un traitement approprie des 
larges bandes de frequences sera egalement propose. 
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